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1

2kh − x1
−

1

2kh + x1
=

2x1

(2kh)2 − x2
1

=
2

h

∞
∑

n=1

δ2n−1
1

(2k)2n
,

rÌ��~�t

Πm(x2, h) =
1

2mh − x2
−

1

2mh + x2
=

2x2

(2mh)2 − x2
2

=
2

h

∞
∑

n=1

δ2n−1
2

(2m)2n
.

rÌ�o��t

¢Ñª í °µ¶H°²»Ñ£Y¤Í°²¹D£Y¨�¶"¶�¦Ã¯,¶Ñ¶å¦D£>»½äÃ¯�¥c£>»½¶�á½ìD¥Y¶åìDáå£>ª�æi¶�¦D£6°²�¯�é�£_çÃ£Y±²¹D»Ñëâ£b¶ í £Y£c¨�äD±î¯�¨D£c»Ñ°²»H¥§¦Ã¯�á�¯�¥Y¶�£Yáå°�|c£c¹0ë�¼¯è»½äâ£Y¥c°êçÃ¥uæÒìo¨D¥Y¶å°²ª�¨
Λ(δ1, δ2)

� í £_¶�£YáåL°ê¶Z¶�¦D£<»ø¶�áåìo¥Y¶�ìoáå£<æÒìD¨D¥Y¶å°²ª�¨ó�
∞

∑

k

Πk −
∞

∑

m

Πm =
2

h
Λ(δ1, δ2).

rÌ��}#t

í °µ¶�¦
Λ(δ1, δ2) =

∞
∑

k

[ δ1

(2k)2
+

δ3
1

(2k)4
+ ...

]

−
∞

∑

m

[ δ2

(2m)2
+

δ3
2

(2m)4
+ ...

]

.
rÌ����t

vZ¦D£6»ø¶�á½ìD¥Y¶åìDáå£_æÒìD¨D¥b¶�°µª�¨
Λ
¹o£cäT£c¨D¹D»Hª�¨D±ê¼Àª�¨ú¶å¦D£<¨Dª�áå�¯�±µ°Á|c£Y¹À¤�¯�áå°²¯�ëD±²£Y»c�

vÚªùäDáåªÍ¥c£Y£c¹3æÒìDá½¶å¦D£cáY�Ã±²£Y¶Nìo»H¹o£YçÃ¨D£<¶�¦o£<æÒª�±²±²ª í °µ¨Dé�¯�ì�ã�°µ±²°î¯�á½¼Z��ìÃ¯�¨�¶�°ê¶�°²£Y»

M
(−)
j =

∞
∑

k

1

(2k)2j
−

∞
∑

m

1

(2m)2j
=

∞
∑

n=1

(−1)n+1

(2n)2j
=

1

22j
·
(22j−1 − 1)π2j

(2j)!
|B2j|,

rÌ����t

M
(+)
j =

∞
∑

k

1

(2k)2j
+

∞
∑

m

1

(2m)2j
=

∞
∑

n=1

1

(2n)2j
=

1

22j
·
22j−1 · π2j

(2j)!
|B2j|,

rÌ���#t

í ¦D£cá½£ B2j

¯�áå£� Ä£cáå¨oª�ìD±²±µ°&¨�ìD�ëT£cá½»c�
B2 = 1/6

�
B4 = −1/30

�
B6 = 1/42

£Y¶å¥��- Ä¼�¯�¹D¹D°µ¨Dé	¯�¨D¹
»åìDëo¶åá�¯�¥b¶�°µ¨Dé�¶å¦D£ù±²£YæÖ¶å�ª�»½¶<äÃ¯�áø¶�»uª�æ�r³����t_¯�¨o¹�r³���#tb� í £�£õãoäoáå£c»½» k

¯�¨D¹
m
¨�ìDù£cáå°µ¥�¯�±i»½£cá½°²£c»uª�æTr³����t"°µ¨

¶�£cá½�»Nª�æ
M

(−)
j

¯�¨D¹
M

(+)
j

� vZ¦D£Yáå£YæÒª�áå£�� í £ué�£Y¶ZæÒá½ª�µr³����t

Λ(δ1, δ2) =
1

2

∞
∑

n=1

[

(M (−)
n + M (+)

n )δ2n−1
1 + (M (−)

n − M (+)
n )δ2n−1

2

] rÌ����t

ª�ás¯,æÖ¶�£cáù»åìoëD»½¶å°µ¶�ì�¶�°²¨oé�ª�æ�r³����t÷�=rÌ���#t>°²¨3r³���#tb� í £)çD¨D¹�¶�¦o£)æÒª�±µ±²ª í °²¨Dé�æÒª�áå ª�æ"¶å¦D£�»½¶�á½ìD¥Y¶åìDáå£)æÒìD¨D¥Y¶å°²ª�¨
é�£c¨D£Yá�¯�¶å£c¹�ë�¼ú¶�¦D£<¥§¦Ã¯�á½é�£c¹�ëDìD¨o¥§¦@�

Λ(δ1, δ2) =
1

2

∞
∑

n=1

[

(22n − 1)δ2n−1
1 − δ2n−1

2

] π2n

22n(2n)!
|B2n| .

rÌ���#t

ÂÑ»å°µ¨Déèª�¨D±ê¼s¶�¦o£u±µ°²¨D£c¯�áñ¶å£cáåù» í £<á½£c¥cª�¤�£cáN¶�¦D£<äÃ¯�áø¶H¹D£cá½°µ¤�£Y¹)ë�¼�¢`¯�»½±²£Y¶½¶Vz �A{krÌ»½£c£u£A��ìÃ¯�¶å°²ª�¨�rø����tKt

Λ(x̄, x, h) =
1

h
· ε1(2x̄ + x).

r³���#t

ð&¨�°²¨D»½äâ£Y¥Y¶�°µª�¨�ª�æ�r³���#t&»½¦Dª í »u¶å¦Ã¯�¶_¶å¦D£è¥cª�¨�¶�á½°²ëDì�¶�°²ª�¨D»_ª�æÄ¨D£cé�¯,¶�°µ¤�£è¥§¦Ã¯�áåé�£c¹�°²�¯�é�£c»"¯�áå£è£c¨o¦Ã¯�¨D¥Y£c¹�ë�¼¶�¦D£ZæÌ¯�¥b¶�ª�á
22n−1

�Í¯�»i¥cª�ùäÃ¯�á½£c¹ í °µ¶å¦�¶�¦D£Z¥Yª�¨�¶�áå°µëDìo¶å°²ª�¨D»´æÒáåª��¶�¦D£NäTª�»å°ê¶�°µ¤�£ï¥§¦Ã¯�á½é�£c¹ù°²�¯�é�£Y»c�´û1�ÍìD¯�¶�°µª�¨

e



r³���#t<¯�±µ»åª{»½¦Dª í »>¶�¦D¯�¶>æÒª�á x
°²¨�¶�¦D£sëDìD¨D¥§¦(¥Y£c¨�¶�£Yác�

δ2 = 0
¯�¨D¹�¶å¦D£s¥Yª�¨�¶�á½°²ëDìo¶å°²ª�¨o»uæÒá½ª� ¶�¦D£säâª�»½°µ¶å°µ¤�£

¥§¦Ã¯�áåé�£c¹�°²�¯�é�£c»N¯�áå£"¤�¯�¨D°µ»å¦@�
ðï¶�¶�¦o£NçD¨Ã¯�±Ã»½¶å£cä@��°ê¶B°²»Bäâª�»å»å°µëD±²£ï¶åª<áå£ í á½°µ¶å£N¶å¦D£N°²¨oçD¨D°µ¶å£Z»å£cá½°²£Y»orÌ���#t¬°µ¨è¶å£cá½�»Bª�æâ£c±µ£cù£c¨�¶§¯�áø¼�¶�á½°²é�ª�¨Dª���£b¶�áå°µ¥"æÒìD¨D¥b¶�°²ª�¨D»c�1vÚªè¹Dªù¶å¦D°²»Y�Dáå£Y¥�¯�±µ±ó¶�¦o£uá½£c±²¯�¶�°µª�¨D»ïëT£Y¶ í £c£Y¨)¶�¦o£6 Ä£cáå¨oª�ìD±²±µ°ó¨�ìD�ëT£cá½»&¯�¨D¹ú¶�¦D£_¶�á½°²é�ª�¨Dª���£b¶�áå°µ¥"æÒìD¨D¥b¶�°²ª�¨D»Vz¡�9{¸��zÃe9{

z tan(z) =
∞

∑

n=1

(22n − 1)(2z)2n

(2n)!
|B2n|, z cot(z) = 1 −

∞
∑

n=1

(2z)2n

(2n)!
|B2n|.

rÌ�#e�t

ðÑæÖ¶�£Yáü»åª��£Z¯�±²é�£YëDá�¯�°µ¥Ä�¯�¨D°µäDìD±²¯�¶�°µª�¨D»Ú¯�¨D¹�¶å¦D£ZìD»å£Zª�æ�r³�#e�tõ� í £Zé�£Y¶üæÒá½ª�Är³���#tÚ¯"¨D£ í £bão¯�¥b¶B¯�¨D¹�¥Yª�ùäÃ¯�¥Y¶£bã�äDáå£Y»å»½°²ª�¨)ª�æ´¶å¦D£<»½¶åáåìD¥b¶�ìDá½£uæÒìD¨o¥Y¶�°µª�¨

Λ(δ1, δ2) =
1

2

[π

4
tan(

π

4
δ1) +

π

4
cot(

π

4
δ2) −

1

δ2

]

.
rÒ��~�t

¢Ñª í �Ã°µæ í £<á½£c¥�¯�±²±ó¶å¦Ã¯�¶ δ1 = (x + x̄)/h = δ + δ̄
¯�¨o¹

δ2 = (x − x̄)/h = δ − δ̄
� í £<ª�ëo¶�¯�°²¨

Λ(δ, δ̄) =
1

2

[π

2
·

cos(π
2
δ̄)

sin(π
2
δ) − sin(π

2
δ̄)

−
1

δ − δ̄

]

.
rÒ�D��t

ðï¶ï¯6çÃá½»½¶ïé�±î¯�¨D¥Y£���£A��ìÃ¯,¶�°²ª�¨�rÌ��~#tBª�áorÌ�o��tB°µ»Ä»½°²¨Dé�ìD±î¯�á�¯�¶
δ2 = 0

ª�á
δ = δ̄

�Íáå£Y»åäT£c¥Y¶å°µ¤�£c±µ¼�� �Ñª í £Y¤�£Yác��¯�»
í £_¯�±²áå£c¯�¹o¼ù¹D°µ»å¥cìo»å»å£Y¹úáå°µé�¦�¶Z¯�æÖ¶å£cáor³���#tõ��°ê¶ñ°µ»ñ¨Dª�¶ñ¶�¦o£&¥�¯�»å£��kbÍ¶�¯�á½¶å°²¨Déuª�¨D¥Y£_¯�é�¯�°²¨�æÒá½ª�±r³���#t í °ê¶�¦ δ2 = 0¯�¨D¹)¯�¥c¥Yª�ìD¨�¶Qr³�#e�tõ� í £6é�£b¶ZæÒª�áå�¯�±µ±µ¼

Λ(δ̄, δ̄) =
π

8
tan (

π

2
δ̄).

rÌ��}#t
û1��ìÃ¯�¶å°²ª�¨o»År³���#tb�krÌ��~�tu¯�¨D¹�rÒ�D��t í £Yáå£�¹D£cá½°µ¤�£Y¹(¯�»½»åìDù°²¨Dé δ < 1

¯�¨D¹
δ̄ < 1

��vZ¦D£Yáå£YæÒª�áå£��´ª�¨D£�¥�¯�»ø¶
¹Dª�ìDëo¶å»ñª�¨è¤�¯�±²°µ¹D°µ¶®¼>ª�æ rÒ�D��ti¯�¶

δ ∼ 1
��¨D£c¯�á�¶å¦D£H¥cª�¨D¹oìD¥Y¶å°²¨Dé6äD±î¯�¨o£��\£Ãª�ái¶å¦Ã¯�¶Äáå£�¯�»åª�¨�°²¨è¶�¦D£H¨D£bãÍ¶ñ»å£c¥b¶�°µª�¨

í £uáå£õ�®£bã�äÃ¯�¨D¹�¶å¦D£<»å£Yáå°²£Y»�r¸}���tñ°µ¨�¶�ªù¯�äâª í £cáH»å£cá½°²£Y»Hª�æ¬¨D£ í »½s¯�±µ±@äÃ¯�áå¯�ù£Y¶�£Yáå»Y�
: i ¦§� ��= � p = ��mo��p E±¿ÆpøA+p Eop�j'� I ���Ä��IBEomsn&A
j�p Es�¸ÇE���BEÑ=

ð »½°²ù°²±î¯�á&¹D£Yáå°µ¤�¯�¶å°²ª�¨0°µ»<ìD»å£Y¹�¶�ª3ª�ë�¶§¯�°µ¨�¶å¦D£�çÃ£c±µ¹�»ø¶�á½ìD¥Y¶åìDáå£ù¨D£�¯�á6¯ú¥Yª�¨D¹DìD¥b¶�°µ¨Dé)»½ìDá½æÌ¯�¥c£���£Ãª�á"¶�¦D£
¥�¯�»½£ÑìD¨o¹D£cáB¥cª�¨D»å°µ¹D£cáå¯�¶�°µª�¨ í £H¦Ã¯�¤�£N¶�ª<¥§¦DªÍª�»å£H¨D£ í »å�¯�±µ±DäÃ¯�áå¯��£b¶�£Yáå»üæÒª�áü¶å¦D£Ñ£õã�äÃ¯�¨D»½°²ª�¨@�üû�¯�¥§¦�ëDáå¯�¥§©�£b¶°²¨Er³}���t í £"áå£YäDáå£Y»å£c¨�¶Z°µ¨�¶å¦D£HæÒª�áå (1±∆)−1 ¯�¨o¹s£bã�äÃ¯�¨D¹ú°²¨ù»å£Yáå°²£Y»c��áå£c¥c¯�±²±µ°²¨Dé_¶å¦Ã¯�¶ñ¯�¶Ä¶å¦D£&äo±î¯�¨D£ x ≈ h

�

∆1 =
h − x1

h
� 1, and ∆2 =

h − x2

h
� 1.

ö®¨�¶å¦D°²» í ¯�¼��

(2kh − x1)
−1 = [(2k − 1)h]−1

[

1 +
∆1

2k − 1

]−1

=
1

h

∞
∑

n=1

(−1)n−1∆n−1
1

(2k − 1)n
,

rÒ����t

(2kh + x1)
−1 = [(2k + 1)h]−1

[

1 −
∆1

2k + 1

]−1

=
1

h

∞
∑

n=1

∆n−1
1

(2k + 1)n
,

rÒ����t

(2mh − x2)
−1 = [(2m − 1)h]−1

[

1 +
∆2

2m − 1

]−1

=
1

h

∞
∑

n=1

(−1)n−1∆n−1
2

(2m − 1)n
,

rÒ���#t

(2mh + x2)
−1 = [(2m + 1)h]−1

[

1 −
∆2

2m + 1

]−1

=
1

h

∞
∑

n=1

∆n−1
2

(2m + 1)n
.

rÒ����t

��~



¢`£b¶HìD»N°²¨�¶�á½ª�¹Dìo¥c£_¶�¦D£"æÒª�±²±²ª í °µ¨Dé�¯�ì�ã�°µ±²°î¯�á½¼�¨Dª�¶§¯,¶�°²ª�¨D»

L
(±)
j =

∞
∑

k

[ (−1)j−1

(2k − 1)j
−

1

(2k + 1)j

]

±

∞
∑

m

[ (−1)j−1

(2m − 1)j
−

1

(2m + 1)j

]

,
rÒ���#t

L
(−)
1,j =

∞
∑

k

1

(2k − 1)j
−

∞
∑

m

1

(2m − 1)j
=

∞
∑

n=1

(−1)n+1

(2n − 1)j
,

rÒ����t

L
(−)
2,j =

∞
∑

k

1

(2k + 1)j
−

∞
∑

m

1

(2m + 1)j
=

∞
∑

n=1

(−1)n+1

(2n + 1)j
,

rÒ��e�t

L
(+)
1,j =

∞
∑

k

1

(2k − 1)j
+

∞
∑

m

1

(2m − 1)j
=

∞
∑

n=1

1

(2n − 1)j
,

r³��~�t

L
(+)
2,j =

∞
∑

k

1

(2k + 1)j
+

∞
∑

m

1

(2m + 1)j
=

∞
∑

n=1

1

(2n + 1)j
.

r³����t

 Ä¼ú»å°µ�äo±²£"�¯�¨D°µäDìD±î¯,¶�°²ª�¨D» í °ê¶�¦3»å£Yáå°²£Y»å»�rÌ����t®�7rÌ��e�tÄ¯�¨D¹(r¸��~�t÷�=r³����tb��°µ¶Z°µ»Z£�¯�»ø¼ú¶�ªèäDá½ªÔ¤�£u¶å¦Ã¯�¶

L
(−)
2,j = 1 − L

(−)
1,j , L

(+)
2,j = L

(+)
1,j − 1.

r¸��}#t
£�á½ª�°rÒ����t÷�=r¸��}#tÄ¨Dª í £c¯�»½¼ú¶åª�çÃ¨D¹

L(+)
n + L(−)

n = [(−1)n−1 − 1]L
(+)
1,n + [(−1)n−1 + 1]L

(−)
1,n ,

r³����t
L(+)

n − L(−)
n = [(−1)n−1 − 1]L

(+)
1,n − [(−1)n−1 + 1]L

(−)
1,n + 2.

r¸����t
¢`£b¶�°²¨�¶åáåªÍ¹DìD¥c£�¶�¦D£À°µs¯�é�£ùçD£c±²¹�»½¶�á½ìD¥Y¶åìDáå£ÀæÒìo¨D¥Y¶å°²ª�¨

Λ
°²¨�¶å¦D£ í ¯�¼$»å°µ�°µ±î¯�á_¶åª�r³��}'t6¯�¨D¹(á½£ í á½°µ¶�£ Λ

°µ¨
¶�£cá½�»Nª�æ´¨Dª�¶�¯�¶�°µª�¨D»VrÒ���#t

Λ(∆1, ∆2) =

=
1

2

∞
∑

n=1

{

∆n−1
1

[

∞
∑

k

( (−1)n−1

(2k − 1)n
−

1

(2k + 1)n

)]

−∆n−1
2

[

∞
∑

m

( (−1)n−1

(2m − 1)n
−

1

(2m + 1)n

)]}

=
1

22

∞
∑

n=1

{

∆n−1
1 (L(+)

n + L(−)
n ) − ∆n−1

2 (L(+)
n − L(−)

n )
}

.
r³���#t

v´ª�äâ£Yá½æÒª�á½ ¶å¦D£è»åìDùs¯,¶�°²ª�¨0°²¨�r¸���'tb� í £�¦Ã¯�¤�£ù¶åª�»½äD±²°ê¶_¶�¦D£è»½£cáå°µ£c»�r¸���#t&°²¨�¶�ª3£b¤�£c¨ó� n = 2i
�´¯�¨D¹�ªÍ¹D¹@�

n = 2i − 1
äÃ¯�áø¶�»H¯�¨D¹3»½ìDëD»½¶å°µ¶åìo¶�£�r¸����tb��r³����tñ°µ¨�£I��ìÃ¯�¶�°µª�¨�r¸���'t

Λ(∆1, ∆2) =
1

2

∞
∑

n=0

[

(∆2n
1 + ∆2n

2 )L
(−)
1,2n+1 − (∆2n+1

1 − ∆2n+1
2 )L

(+)
1,2(n+1) − ∆2n

2 − ∆2n+1
2

]

.
r³����t

à1°µ¶�¦ú¶å¦D£<¦D£c±µä�ª�æSrÒ����tb� r¸��~�tï¯�¨D¹(zº�*{ í £<çÃ¨D¹

L
(−)
1,2n+1 =

π2n+1

22(n+1)(2n)!
|E2n|, L

(+)
1,2(n+1) =

(22(n+1) − 1)π2(n+1)

2 · [2(n + 1)]!
|B2(n+1)|,

r³���#t

���



¯�¨D¹
∞

∑

n=0

(∆2n
2 + ∆2n+1

2 ) =
1

1 − ∆2
,

r³����t

í ¦D£cá½£ Bn

¯�¨D¹
En

¯�á½£< ñ£cá½¨Dª�ìD±µ±²°F¯�¨D¹�ûBìo±²£cáN¨�ìD�ëT£cá½»c�Ãá½£c»åäT£c¥b¶�°ê¤�£c±ê¼�� vZ¦�ìD»c�

Λ(∆1, ∆2) =
1

2

{

2 ·
π

4
−

1

1 − ∆2
+

π2

8
(∆2 − ∆1)

+
∞

∑

n=1

[

(∆2n
1 + ∆2n

2 )L
(−)
1,2n+1 − (∆2n+1

1 − ∆2n+1
2 )L

(+)
1,2(n+1)

]}

.
r³�'e�t

 Ä¼úìD»½°²¨Dé�¶�¦o£uá½£c»½ìD±µ¶å»Hª�ëo¶§¯�°µ¨D£c¹3°µ¨3¶å¦D£<äDáå£b¤Í°²ª�ìD»N»½£c¥Y¶å°²ª�¨)¯�¨D¹ú¶å¦D£<¹D£c¥Yª��äTª�»½°µ¶�°µª�¨

sec(x) =
∞

∑

n=0

|E2n|

(2n)!
x2n,

rÌ��~�t

£A��ìÃ¯�¶å°²ª�¨�r¸�*e�tñ¥�¯�¨�ëT£<çD¨Ã¯�±²±ê¼s£õã�äDáå£Y»å»å£Y¹�°²¨ú¶å£cáåù»Nª�æÚ¶�áå°µé�ª�¨Dª��£b¶�áå°µ¥ÑæÒìD¨o¥Y¶�°µª�¨D»Y�

Λ(∆1, ∆2) =
1

2

{π

4
sec(

π

2
∆1) −

π

4
tan(

π

2
∆1) +

π

4
sec(

π

2
∆2) +

π

4
tan(

π

2
∆2) −

1

1 − ∆2

}

.
rÌ�o��t

vZ¦D£>»ø¶�áåìo¥Y¶�ìoáå£>æÒìD¨o¥Y¶�°µª�¨
Λ(∆1, ∆2)
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